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TD 4 : Valeurs et vecteurs propres

Probléme 1

L’état de contrainte dans un solide est défini par le tenseur suivant (en MPa) dans une base

donnée :

550
o=1505
055

Le but est de déterminer la plus grande contrainte principale dans ce solide. Elle correspond & la
valeur propre maximale de la matrice ci-dessus. On la déterminera par la méthode de la puissance
itérée, en partant du vecteur initial go = (1,1/2, I)T. On utilisera la norme infinie pour normaliser
les vecteurs : ||q||cc = sup;_ ,|4i
a) Faire 4 pas de la méthode et préciser les approximations g (k = 1,2, 3,4).
(k)

b) Calculer aussi ’estimation )\(].) de la valeur propre cherchée a chaque itération k (pour

chaque élément j = 1,2, 3 du vecteur propre).

Résolution

premiere itération (k = 1) :

54 5/240 15/2 15/2 3/4
v 1
vv=0cq=| 54045 |=| 10|, @a=——=| 10 |-==]| 1
l|v1]]oo 10
0+5/245 15/2 15/2 3/4




deuxiéme itération (k = 2) :

15/4+5 35/4 35/4 1
U2 4
vemoq=| 15/4+15/4 | = [ 15/2 | @@=t =) 15/2 | g2 = | 6/7
5+ 15/4 35/4 35/4 1
\(k=2) _ (g2)j=1 _ 4 \(k=2) _ (g2)j=2 6 1 3 \(k=2) _ (g2)j=3 _ 4
G=D " (q)j= 37 T (@)= 7T 2 T U (@)= 3
troisieme itération (k = 3)
5430/7+0 65,7 65/7 13/14
v 1
vs=o@=| 51045 |=| 10 |, @w=7—-=] 10 | == 1
|[vs][oo 10
0+30/7+5 65,7 65/7 13/14
\(=3) _ (@3)j=1 _ 13 \r=3) _ (g3)j=2 _ 7 \(=3) _ (g3)j=3 _ 13
U=D " (g2)jm1 147 "0 ()2 67 0TV (qo)js 14

quatrieme itération (k = 4) :

5.13/14 4+ 5 135/14 135/14 1
v 14
vi=oqi=| 5-13/14+5-13/14 | = | 130/14 |, a@u= ijl = | 130/14 | 355 = | 26/27
5+5-13/14 135/14 135/14 1
N=1) _ (@a)j=1 _ 14 y=ny _ (Qa)j=2 _ 26 0 26 =y _ (@1)j=3 _ 14

= == . =2 =2 ;
U=D " (g3)j=1 137 U= (g3)j—2 27 277 U= (g3)j=3 13

La valeur de )\8?):2) oscille autour de la valeur 1 et en devient de plus en plus proche a chaque
CORNC)
J

(=1 (7=3)
que la plus grande valeur propre de la matrice o est A = 1. Le comportement des trois estimations

itération k. Les valeurs A se comportent de la méme maniere. Nous estimons donc

(j = 1,2, 3) de la valeur propre en fonction du nombre d’itérations est montré dans le graphique de

la Fig. 1 (ou des approximations a 6 chiffres décimaux sont utilisées pour les valeurs fractionnaires).
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FIGURE 1 Comportement des trois estimations (j = 1,2,3) de la valeur propre maximale en fonction du

nombre d’itérations.



Probleme 2

Trouver toutes les valeurs propres de la matrice A :

3 2
A=
-10

a) Déterminer la premiere valeur propre par la méthode de la puissance itérée, en partant du
vecteur initial go = (1,0)7. Ici on utilisera la norme euclidienne ||qllz = /37 ¢? pour
normaliser les vecteurs g (k est 'indice d’itération) ainsi que le quotient de Rayleigh pour
I’estimation de la valeur propre a chaque itération. Faire au moins 4 itérations.

b) Déterminer par calcul direct (analytiquement) le vecteur propre associé a la valeur propre
trouvée.

c¢) Déterminer la seconde valeur propre en utilisant la méthode de déflation.

Résolution

a)

Estimation initiale de la valeur propre (k = 0), avec le quotient de Rayleigh :

£\ (h=0) _ a4 Aqo 5
=B
q5 90

premiere itération (k = 1) :

deuxieme itération (k = 2) :

7/V10 Vo 7/v/10 V10 7/7/58

vy =Aq = s == C—
~3/y/10 w22 ~3/y10 ] VA9+9 —3/V/58

T
A=) _ AR 126, o,

q2T q2 58




troisieme itération (k = 3) :

A 15//58 v3 15/4/58 V58 15/v/274
v3=A¢qs = ; ———

—7//58 lvsll2 \ —7/\58 | V182+7* \ _7/\074

T
Ab=3) = 5 AGs _ 5T0 )
s 27

quatrieme itération (k = 4) :

31/\/ 274 vy 31/\/ 274 /274 31/\/1186
vy =Aq3 = q4 =

153271 ) lvalle -\ —15/\271 | V312+152 | _15//1186

_ 1A 241
NI e e Y
q; q4 1186

La plus grande valeur propre de la matrice A (dorénavant nommée \;) approche la valeur 2.

b) Ici nous faisons I'hypotheése que la valeur asymptotique de A1 (atteint par la méthode de la

puissance iterée) est bien A\; = 2, et nous calculons le vecteur propre correspondant x; = [a, b]T .

Amlz)\lwl = =2

3a+2b =2a
—a =2b

-2 —2/V5

1 =b et avec normalisation (en choisissant b =1) = x; =

1 1/v/5

Rappels sur la méthode de la déflation :

- On suppose connu le couple (A1, x1), calculé a partir de la puissance itérée.
T
1y
$;1rm1
précédente sauf A\; qui est remplacée par 0).

- On forme la matrice AV = A — )\,

(qui possede les mémes valeurs propres que la



- On applique la méthode de la puissance itérée & A pour trouver le couple (A2, x2) ou Ag

est la valeur propre de plus grand module de A1) et x5 le vecteur propre associé.

T 3 2 4/5 —=2/5 7/5 14/5
afzr \ _1 ¢ ~2/5 1/5 ~1/5 —2/5

Estimation initiale de la valeur propre (k=0), avec le quotient de Rayleigh :

_ T A1)
A=) _ @A g0 _ 7/

5=35
a3 90
itération k =1 :
e [P w5 /(59
1= 0= s 1= 17— = . et
—1/5 [|v1][2 -1/5 \/50/25 ~1/(5v/2)
\(=1) ql AWq, ]
2 = T =
q; q1
itération k =2 :
7/(5v2
vy = AW q = / ) , Q2 = V2 _ q1 = le processus est donc convergé!
~1/(5v2) [|v22
w=2) g1 AWqy
Ay == _———"=1

qQT q2

La deuxiéme valut propre est Ay = 1.



