Méthodes numériques pour I'ingénieur (Polytech’Lille, CM3)

Travaux Dirigés

Enrico Calzavarini (bureau F128), Stefano Berti (bureau F110)

TD 3 : Systemes linéaires

Probléme 1

Résoudre avec la méthode de Gauss le systeme A @ = b, pour :

2 1 0 4 2

-4 -2 3 -7 -9
A: s b:

4 1 -2 8 2

0 -3 —-12 -1 2

Résolution :

On utilise la notation de la matrice augmentée (A|b)

a1 ai2 a1z a4 b1

a1 G2 G23 A24 by
A= b=

azy az2 as3 as4 b3

a41 Q42 Q43 Q44 by

2 1 0 4 2
-4 -2 3 -7 -9
4 1 -2 8 2
0 -3 —-12 -1 2

(Alb) =

L’élément en positon aj; est le premier pivot, donc le pivot est a1 = 2.

Transformations de ligne :

L2 —>L2— %Ll

ai



asi
L3 — L3 - —1I
ail

a41
L4 — L4 — 7L1
aii

d’ou :

21 0 4 2
00 3 1 -5
0-1 -2 0 -2
0 -3 —-12 -1 2

(Alb) =

Noter que a2 = 0, on ne peut pas choisir cet élément comme deuxieme pivot. Pour remédier a ca

on doit faire un échange de lignes :
L2 —— L3

et on prend le nouveau élément ago (ancien élément age) comme nouveau pivot. Vu que la nouvelle
L3 a déja I’élément nul ou il faut (c’est-a-dire en position asz) on fait une transformation de ligne

seulement sur L4 :

Q42
L4 — L4 — 7[43
a2

21 0 4 2
0-1-220 -2
00 3 1 -5
0 0 -6 —1 8

(Alb) =

Le nouveau pivot est agz = 3, et la transformation correspondante est :

Q43
L4 — L4 — 7L2
a33

2 1 0 4| 2
0-1-20] —2
(Alb) =
00 3 1| =5

00 01 -2




La matrice A est triangulaire supérieure. Par substitution en arriére on obtient :

Probléme 2

Résoudre avec la méthode de Gauss, en utilisant 10 chiffres dans la mantisse (= nombre de

chiffres apres la virgule), le systéme suivant :

10720, + 29 + T3 =2
T+ 229 —x3 =2
—x1+20+ax3=1
Montrer que si 'on suit l'ordre naturel (systématique) des pivots, on obtient un résultat faux.

Utiliser ensuite la stratégie du pivot partiel.

Résolution :

10712 1 1 2

(Ab)=1| 1 2 -1| 2
-1 1 1 1
Pivot aj; = 10712
L2 — L2 - WL]_

de faccon plus explicite :

1

BT

L = (1, 2, =1, 2) = 10'3(107*2, 1, 1, 2)
= (1-1,2-10"2 —1-10" 2-2-10")

~ (0, —10'2, —10%2, —2-10'?)

Cette derniere ligne est une conséquence de la précision finie (& 10 chiffres) de nos calculs.



Pivot ag = —10"2

—1

L3 — Lg — WLl
10712 1 1
(Ap)=| o0 —10'2 —10'2
0 1012 1012
10"
L3 — L3 1012 L2

10712 1 1
(A|b) — 0 _1012 _1012

0 0 0

Ce dernier systeme fournit comme solution :

r3 quelconque, xo = 2 — x3 et 1 = 0, ce qui est faux.

—2.10"2
2.10%2

—2-.10%2
0

Si ’on utilise une stratégie de pivotement partiel, on obtient les résultats suivants :

Choix du premier pivot :

1072 1 1 2
(Alb) = 1

10712
L1 — L1 —

Lo

-1
L3 — Lg — TLQ

ag1 =1= p=

1
pP=12
3

1 2

21 —2p=|1

3 3



01 1 2 2
(Alb)=112 —-1| 2 p=11
03 0 3 3

2
Pivot a32=3= p=1|1| —>p=13

3 1
1
L1—>L1—*L3
3
00 1 1 2
(Ab) =112 —1| 2 p=13
03 0 3 1

En effectuant la substitution arriere dans 1’ordre indiqué par le vecteur pivotal (équation 1, puis
3, puis 2), on trouve successivement x3 = 1, zo = 1 et 1 = 1, ce qui est une solution satisfaisante

si 'on travaille avec 10 chiffes dans la mantisse puisque la solution exacte est

1 — 1072 ~ 0.999999999999
T = 1

1 — 10712 ~ 0.999999999999

On constate 'effet bénéfique de la stratégie du pivotement partiel.

Probléme 3

Calculer la matrice inverse de

121

avec la méthode de triangularisation (Gauss) appliquée a la matrice triplement augmentée (A|l)

ou I est la matrice identité 3 x 3.



Résolution :

Appliquons la procédure de triangularisation a la matrice triplement augmentée

231 100
111 010
121 001

1
LQ_)LQ—iLl

1
L3—>L3—§L1

2 3 1 1 00

0—1/2 1/2| —1/210
0 1/2 1/2| -1/201

1/2
L Ls — L
3 — L3 _1/2 2
2 3 1 1 00
0 —1/2 1/2 -1/210
0 O 1 -1 11

La premiere colonne de la matrice inverse recherchée sera donc la solution de

2 3 1 b11 1 bll 1
0 —1/2 12| | b | =|-1/2| = |b|=]0
0 0 1 b13 -1 b13 -1

On procede de la méme facon pour les deux autres colonnes

2 3 1 bgl 0 621 1
0 —1/2 1/2 b22 = 1 = b22 = -1
0 0 1 b23 1 1)23 1



2 3 1 b31 0 b31 —2
0-1/2 12| || =]0] = |o|=]|1
0 0 1 b33 1 b33 1
La matrice inverse cherchée s’écrit donc
1 1 -2
B=|0 -1 1
-1 1 1
Probleme 4
Soit & résoudre un systeme linéaire Ax = b, ou
2 -1 0 6
A=14 3 -=3|, b=|9
8 =14 5 29

a) Déterminer la factorisation LU correspondant & la matrice A ci-dessus, et résoudre ensuite
en 2 étapes le systeme résultant LUx = b.

b) Calculer le déterminant de A.

Résolution :

a) Factorisation LU par

2 -1 0 100 ul u2 ug
4 3 3|=1L10 0 ua us
8 —14 5 I l31 0 0 wue
1 00 2-10
L={(2 1 0 U=10 5 -3
4 =21 00 -1

Pour la resolution de L Ux = b on pose z = Ux et on cherche la solution de Lz = b, ensuite

on résout Ux = z avec le vecteur z determiné a I’étape précédente.



1 0 0\ (= 6 6
Lz=b = 2 1 0] |=]=109 = z=|_-3
4 =2 1) \z3 29 -1
2 -1 0 Ty 6 3
U=z = 05 —3||xz]|=]-3 = x=10
0 0 -1/ \a3 —1 1

b) Calcul du determinant

Det(A) = Det(L) - Det(U) = I, 1; - TN jugs = 1- T juy =25 - (—1) = —10

Probleme 5

Nous voulons résoudre le systeme ci-dessous avec la méthode de Jacobi. Ecrire le schéma itératif

pour cette méthode. Vérifiez la condition suffisante de convergence (matrice a diagonale strictement

dominante).
10x1 +22 =9
z1 4+ 10z + 23 = —10
To + 1023 = —11
Résolution :

La matrice A et le vecteur b associés au probleme sont :

10 1 0 9
A=11 10 1 b=1-10
0 1 10 —11

La matrice A est a dominance strictement diagonale si :

N .
|aii| > X5 julaii| Vi



Ici :

la11| > |a12] + |a13] = 10 > 1+ 0= wvrai

laga| > |age| + |ags| = 10 > 1+ 1= vrai

|CL33| > ‘agl‘ + |a32| =10>0+4+1= vra

La condition suffisante de convergence est donc verifiée.

La méthode de Jacobi s’écrit :

1) =My xu)+cg

avec
all 0 0
Mj;=D"1(D - A) c;=D'b D=0 ap 0
0 0 ass
ici
ai; 0 0 10 0 0 1/10 0 0
D=0 ax 0|=|0 100 = D'=| 0 1/10 0
0 0 ass 0 0 10 0 0 1/10
donc
ail 0 0 a;;1 0 0 ayl a1z a3 0 —1/10 0
MJ: 0 a§21 0 0 a9 0 — | ag1 G22 a23 = —1/10 0 —1/10
0 0 aggl 0 0 ass as] ase ass 0 —1/10 0
aiy 0 0 by 9/10
cj=| 0 ay O h|=| -1
0 0 azg/ \bs ~11/10

Le schéma itératif est



10

T 0 —1/10 0 T 9/10
To =1-1/10 0 —1/10| 22| +| -1
3 (k1) 0 -1/10 0 3 ) —11/10
ou
T (k+1) = —0.1 To (k) + 0.9
To (k+1) = —0.1 T (k) — 0.1 I3 (k) — 1

I3 (k+1) = —O]. T (k) — 1.1



