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Corrigé du TD 2 : Equations différentielles ordinaires

Exercice 1

On considere le probleme de Cauchy: 3’ = Ay; y(0) = yo.

a)

b)

d)

Montrer que la méthode d’Euler explicite appliquée a ce probleme donne la solution

Yn =yo (14 hA)"

Montrer que la méthode d’Euler implicite appliquée a ce probleme donne la solution

1
Yn = y[)m
Nous posons A = 3 et yo = 1/2. Comparer pour z = 1 la solution exacte du probleme de

Cauchy avec les résultats des deux méthodes ci-dessus (avec le choix du pas de discrétisation

h =1/10). Quelle méthode donne le meilleur résultat?

On pose A =1, yop = 1 et h = 2. Comparer les solutions obtenues par chacune des deux

méthodes. Quelle méthode vous parait la meilleure?

Solution :

a)

Euler explicite

v = flay), ' = P f e y) = )

donc:
Yn+1l = Yn + hf(xm yn)
ici f(n,Yn) = A\yn, donc

Yn+l = Yn + h)\yn



b)

sin=1 = y1 = (1+h\yo

sin=2 = yo=(1+h\Ny = (1+h\)3yo

dott yn = (1 + hA)"yo

plus en général: v, = (1 +h\)yp_1 = (1 + hA)?yp—2 = ... = (1 + hA)"yp

Euler implicite

Yn+1 — Yn
y/ = f(x7y)7 y/ = %7 f(w,y) = f(xn-l-layn—&-l)

donc:

Yn+1l = Yn + hf<xn+17 yn-!—l)
ici f(xn-i-la yn-i—l) = AYn+1, donc
Yn+l = Yn + h)\yn+1

Cette relation est implicite, mais elle peut étre facilement rendue explicite grace au fait que
f(x,y) est une fonction linéaire de y. Dans ce cas particulier, il n’est pas nécessaire de

recourir a une méthode itérative pour calculer y,y1:
(1= hA\)¥Yn+1 = Yn

et donc

1
Yn+1 = myn

Comme dans le cas précédent, par itération nous obtenons:

1
Yn = myo

La solution analytique est y(z) = C e*  avec yo = y(0) = C. Donc:

y(z) = yo

avec yop = 1/2 et A=3 = y(z) = %e‘g“”.

Enz=1onay(l)= %e?’ = 10.043.

Euler explicite: n=10et h=1/10 (z =1) = y = 3 (1 +0.1-3)" = 6.893
Euler implicite: n=10et h=1/10 (z =1) = y = 3 (1 —0.1-3)7'* = 17.700

Meilleur résultat: méthode explicite, du a la forme de la fonction f(z,y) = \y.



d) A\=1,y=1h=2
Enz=4onay(4)=1-e*~(2.718)* ~ 55.
Euler explicite: n=2et h=2(z=4)=y=1-(1+2-1)*=9
Euler implicite: n =2et h=2 (z=4)=y=1-(1-2-1)"2=(-1)"2=1
Meilleur résultat: méthode explicite, du a la forme de la fonction f(x,y) = Ay. En fait, la
solution approchée donnée par le schéma d’Euler explicite reste “raisonnable” méme pour des
pas de discrétisation relativement grands. Ici, la grande différence par rapport a la solution
exacte est due au fait que h > 1/, donc avec cette valeur du pas de discrétisation on ne
peut pas réellement résoudre les variations de y en fonction de x.
En ce qui concerne le schéma implicite, d’une part il n’est pas défini pour h = 1, d’autre part,
si 'on choisit un pas de discrétisation h proche de 1 (inférieurement ou supérieurement), la
solution approchée “explose” rapidement! Enfin, pour h = 2, comme ici, on perd la propriété

de positivité de la solution exacte!



Exercice 2

On doit résoudre I'équation y' = siny sur l'intervalle [0,2] avec y(0) = 1. Pour la résolution,

utiliser la méthode d’Euler implicite & 1’aide d’un processus itératif : considérer a) la méthode

d’approximations successives et b) la méthode de Newton-Raphson. Ecrire les schémas itératifs.

Solution :

Le schéma d’Euler implicite est yx11 = yr + h sinyg41. Cette relation est implicite, et elle ne peut

pas étre rendue explicite car f(z,y) est une fonction non linéaire de y. Dans ce cas il est donc

nécessaire de recourir & une méthode itérative pour calculer yi41 a chaque itération k :

a)

b)

Méthode d’approximations successives (MAS)

Yk+1 = F(yrg1) avec F(yps1) = yr + h sinypq1.

Le Schéma itératif est:
m—+1 m . m
yl(c N ) _ F(y](g )1> —_yk—i—h smy,g )1

ou m est 'indice d’itération de la MAS.

Dans la MAS, la valeur initiale correspondant & m = 0 (c’est-a-dire la premieére estimation

0
de Yg1), est y,(ﬁ)l = k-

Enfin nous décidons de terminer les itérations lorsque le critere d’arrét sur lerreur relative

est respecté

(m+1) (m)

Yer1  — yk—f—l’ Se

(m+1)
Yi+1 ‘

avec € petit : € = 1076,

Méthode de Newton-Raphson

Ye+1 = F(yr+1) avec F(yg41) = yr + 7 sinypi1.

Pour chaque itération k il faut chercher le zéro yi41 de la fonction g(yr41) :

9(Yr+1) = 0 avec g(Yr+1) = Yrt1 — Yo — h SN Ypp1.

La méthode de Newton-Raphson donne, donc, le schéma itératif suivant qui permet de

déterminer yp41:

(m)
-t - 20



ou m est l'indice d’itération de la méthode de Newton-Raphson.
Vu que ¢ (ygﬁ) =1 — hcosygt1, on obtient :

(m+1) _  (m) yl(:‘:)l —yr — h sin yl(cr—t)l
(m)

k+1 = Y41 —
1—"h cosy,)

Nous pouvons remarquer que cette procédure est équivalente a chercher le point fixe de

Yk+1 = G (Yr41):

(m)
W =G () avee G (47) =) - <‘”’§;;§>
<yk+1)

Finalment, on peut montrer que la méthode de Newton-Raphson converge plus vite que la MAS.



Exercice 3

Transformez 1’équation différentielle

+9(x) =0,

associée aux conditions initiales g(0) = 1 et ¢’(0) = 2, afin d’obtenir un systéme de 2 équations

d’ordre 1 du type:
y=Ffx) yo=yl@=0).

Formulez les conditions initiales du probleme.

Solution :

On pose z(z) = ¢'(z) = 2(z)+ 22 4 g(x) =0, donc

g'(x) = z(x)
()= =5~ g(a)
Maintenant on définit le vecteur y(x) = (‘ggg) et f(z) = (,Li)(i) ( )) d’olt
y'(z) = f(z)



Exercice 4

Calculer les deux premieres solutions approchées y; et ya (pour x = h et x = 2h respectivement)

de I’équation
y =flzy@) ot  flzyl)=2+y

pour la condition initiale 29 = 0, y(xg) = yo = 1 et le pas h = 1, en appliquant (séparément) les

deux schémas itératifs ci-dessous:

a) la méthode Runge-Kutta d’ordre 2 standard

1 1
Yn+l = Yn + h f(l'n + ihyyn + ih f(l'myn))

b) une variante de la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2

2

2
hn *h ny In
3 fyn + S0 f (2, yn))

1
Yn+l = Yn + Zh f(xna yn) + 3f($n +

Comparer les résultats obtenus avec la solution analytique y(z) = 2e* — z — 1.

Solution :

a)
1 1
Yntl = Yn + h f (!Tn + ihyyn + §h f(xna yn)>
ou f(z,y) = +y.

1 1
pourn =1= 1 :yo+hf<$o+2h,yo+2h f(xo,y0)>

1 1 13 1 3
* f(0+2’ +2> + f<2’2> T3ty =3
1 4 3 3
3+ f<+2,3+2) 3+ f<2,5> 3+5+5=-=095
b)

1 2 2
Yn+l = Yn + Zh {f(xmyn) +3f <xn + §h7yn + ghf(xn; yn)>:|



pour n =1=y1 =yo + § [f(z0,%0) + 3f (z0 + 2h,y0 + 2hf(wo,40))] =

1 2 2
=1+ [f(0,1)+3f (0+3,1+3f(0,1))] =

1 25 1 7 1
—1+- 1 S22V =142 (1435 =14 28=
+4[+3f(3,3)} +4[+33} +ls=s
pour n =2 = yo = ¥y1 +i [f($1,91)+3f (331 + %hayl +%hf(x1,y1))} =

—341 [f<1,3> +3f (1+2,3+§f<1,3))] -

4 3
1 517
— |14 - — =
3+4[+3f<3,3>]
322 1119
=341+ =4+ —="=09.
31+ +5 =5 =95

La solution exacte est

ylz) =2e" —x—1

y(l)=2e—1—-1=2e—2~3.44

y(2)=2e2—2—-1=2¢*-3~11.78



